PROF: ATMANI NAJIB
. Les symboles X et I

* trés facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice n° 1. (IT)

(Cet exercice est consacré aux sommes de termes consécutifs d’une suite arithmétique ou d’une suite géométrique.)

n n n+1
1) (*) Calculer » 1, neN\{0,1,2}, > (2i—1),neN*, et > (3k+7), n € N\{0,1,2}.
i=3 i=1 k=4
2) (*) Calculer le nombre 1,1111... = lim 1,11..1 et le nombre 0,9999... = lim 0,99...9.
n—o+oo S~~~ n—otoo S~~~

3) (*) Calculer T—1+1—..+ (-1 " neN-

n

T 1 1 =
* _ _ _ — ; _
4) (*) Calculer > + 2 + 3 + .. nngkE_] >

n
k
5) (**) Calculer ];)cos 77-[, neN

n n n n
6) (***) Soient n € N et 6 € R. Calculer Z cos(k0O) et Z sin(k@). (Indication : calculer Z cos(k0) + iZ sin(k@).)
k=0 k=0 k=0 k=0
n

K
7) (¥**) Pour x € [0,1] et n € N*, on pose S, = Z(—”k_1 % Déterminer lim Sy.

n—-+oo
k=1

8) (**) On pose up =1 et, pour n € N, un 1 = 2u, — 3.

a) Calculer la suite (un — 3)nen.

n
b) Calculer Z U
k=0
Exercice n° 2. (IT)

(Cet exercice est consacré aux sommes télescopiques.)

Calculer les sommes suivantes :

=1 = 1
b (9 ; K+ 1) et}; Kkr (k12)

n n k
2) (**) ¥ kxklet ¥ ——
];) ]; (k+1)!

n
3) (***) Calculer S, = Z kP pour n € N* et p € {1,2,3,4} (dans chaque cas, chercher un polynéome P, de degré p + 1
k=1
tel que Pp(x + 1) — Py (x) =xP).

n
0
4) (***) Soient n € N et 0 € R. Calculer Cy, = Z cos(kB). (Indication : calculer 2sin (E) Cn. (on donne 2sinacosb =
k=0
sin(a + b) + sin(a — b)).)

Exercice n° 3. (IT)

Calculer les sommes suivantes :

) Y

1<i<jgn
kk : s
2) (*%) ) et Y
1<i,j<n 1<i<j<n
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) PROF: ATMANI NAJIB
3 ) b

1<i,j<n

] n n
4) (***) Pour n € N*, on pose up, = — Z Z (5h* —18h?k? 4 5k*). Déterminer lim .

ns n—-+4o0
k=1h=1
Exercice n° 4. (IT)
= 1
1) (*) Calculer H (1 + E)’ n e N*.
k=1
= a
2) (***) Calculer H c08 5 @ €10, 2nt[, n € N* (indication : on sait que pour tout réel x, sin(2x) = 2sin(x) cos(x).)

k=1

solutions
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PROF: ATMANI NAJIB

Les symboles X et IT : corrigé

Exercice n° 1.

1) Soit n > 3.

= 3+n —2) Mm=2)(n+3)
Z )

Soit n € N*.

et

Eﬁk”) _(1943n+10)(n—2) _

3 (3n+29)(n—-2) =

(3n? +23n — 58).

NI—‘
NI-—*

k=4

2) Soit n € N*. Posons u, =1,11...1. On a
—

n

1

L N A N vore S [ 1
”“_1+Z(ﬁ> _Z<ﬁ) - T~ 9 oxion
k=1 k=0 ]_ﬁ

1
tend vers 0, et donc u,, tend vers o

1
Quand n tend vers +oo0, CvET

L, = 22,

Soit n € N*. Posons u, =0,99...9. On a

n

1
i_,f o1
— 10k 10, T Ton
B 10

1
Quand n tend vers +00, — tend vers 0, et donc u, tend vers 1.

Ton
0,9999.... = 1. '

3) Soit n € N*. Posons u, =1 —1+1T—..+(—=1)"". Ona

n—1
1T—(=n" 1 0 si n est pair
_ Nk _ v 7 1\
u“_];)( "= 1—(=1) _2(1 (=1) )_{ 1 sin est impair -~

n 1 — —
) . T 1 m 1 .
4) Soit n € N*, kg_ 7= 517] =1-— In Quand n tend vers 400, on obtient
N 2

http:// abcmaths.e-monsite.com
3



PROF: ATMANI NAJIB
5) Soit n € N.

Lot () (L)
1

(n+1)imt/2 el(n+1)71/4 —2isin (n+1)m n+ N nm
= Re (—)—Re< - 4 :ﬁsinucos—
1— ewt/Z

eir/4 —2isin § 4 4

1 . (2n+Dn 1_{1sine4Nu(4N+1)

=AM T4 T2T ) 0sine AN+2) U (AN +3)

e 37
En fait, on peut constater beaucoup plus simplement que cosO + cos 5 + cos T + cos 5 = 140—-1+0=0,o0ona

immédiatement S4n =So =1, Sqn1=S1 =1, S4n12 =S2 =0¢et Sqyny3 =S3 =0.

n n
6) Soient n € N et 6 € R. Posons C,, = Z cos(kB) et S, = Z sin(k0). Alors, d’aprés la formule de MOIVRE,

k=0 k=0
n n n K
Cn +1iSn = Z(cos(kﬁ) + 1isin(k0)) Z Z ‘9)
k=0 k=0 k=0

- ler cas. Si 0 ¢ 2nZ, alors €' #£ 1. Par suite,

' ;i (n+1)8 (nt1)0
Cn +1S —ﬂ_eie(nﬂ—l)ﬂ%_ me/z%
’ Tol-et —2isin g sin ’
2 3
Par suite,
ne . (n+1)6 . mne . (n+1)0
COS —— SIn ——— Sl — Ssin ————
Cn = Re(Cp +1Sn) = —2 5 2 ot Sp =Im(Cp +iSn) = —2 - 2
sinz sinz

- 2éme cas. Si 0 € 2n1Z, on a immédiatement C, =n+1 et S, =0.

Finalement,
ne . m+1)0 . mo . (n+1)0
N c08 - sin ———— o N sin == sin ——— o9
7T T
vn € N, Z cos(kB) = sin 2 s10¢ et Z sin(kf) = sing 510¢ .
k=0 2 k=0 2
n+1si0 € 2nZ 0sib € 2nZ

7) Soient x € [0,1] et n € N*. Puisque —x # 1, on a

n n—1 n
I S B L]

~
~
Il

)

Par suite,

S (x) = Sn(0) + J S’ (1) dt = JX T—(=0" 4 JX LI J Y™ gt~ (1 +x) — J =U" 4,

o o 1+t o 1+t o T+t o 1+t
Mais alors,
X () X (—t)™ X qn x n+1 1
ISh(x) —In(1 +x)| = J (=) dt SJ (=) dt:J dth t“dt:X < —.
Comme tend vers 0 quand n tend vers +o00, on en déduit que
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PROF: ATMANI NAJIB

En particulier,

8) a) Soit n € N. un 1 —3 =2u, — 6 = 2(uy — 3). La suite (un — 3)nen est donc une suite géométrique, de raison q = 2
et de premier terme up — 3 = —2. On en déduit que, pour tout entier naturel n, u,, —3 = —2 x 2™ et donc que

vneN, u, =3—2n+1. I

b) Soit n € N.

n n n 2n+1_
Zuk:Z3_zsz:3(n+1)—271:—2“+2+3n+5.
k=0 k=0 k=0

n
VneN, Y w=-2""7+3n+5
k=0

Exercice n° 2.

1
1) Pour tout naturel non nul k, on a k1) = k1) =T RET et donc

s 1 = /1 1 1 n
= —_— :‘I——:—.
l;k(k+1) Z k k+1> n+l n+1

Pour tout naturel non nul k, on a =

1
k(k+1)(k+2) 2kk+1)(k+2) 2

+
1 1 (k+2)—k 1 1 4
) Kk+ 1) (k+Dkt2)) e

= 1 1 ¢ 1 1 11 1 . n(n+3)
;k(k+1)(k+2)_§;<k(k+1)_(k+1)(k+2))_E(E_(n—ﬂ)(n—kZ))_4(n+1)(n+2)'

2) Soit n € N. Pour tout entier naturel k, k x k!l = (k+1—1) x kl = (k+ 1) x kl =kl = (k + 1)! — k! puis

n

kak!:i((k—H)!—k!):(nJr])!—].

Soit n € N. Pour tout entier naturel k,

k (k+1—1)  k+1 1 1 1

k+ 1! (k+1)! k+D)! k1! kK (k+1)

puis

L LS 1 1
> (k+1)! _Z(H_ (k+1)!> = mr

k=0 k=0

3) Soit n € N*.
- Calcul de S;. Posons P; = aX? +bX +c. On a

PiX4+1)=Pi(X)=a((X+1)?2=X3)+b((X+1)=X) =2aX+ (a+b).

Par suite,

PIX+1)—Pi(X)=X&2a=Tet a—l—b:O(:)a:%etb:—%
X2 X X(X—1)

&P —7—39131 =5
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PROF: ATMANI NAJIB

Mais alors,

nn+1)

Y k=) (Pik+1)=Pi(k) =Pi(n+1)=Pi(1) = 5

k=1 k=1

- Calcul de S5. Posons P; = aX3 +bX2+cX+d. On a

Po(X+1)=Pa(X)=al((X+1)2=X3)+b((X+1)2=X) +c((X+1)=X)=3aX?>+(3a+2b)X+a+b+c.

Par suite,
5 1 1 1
P2(X+1)—P2(X)=X"&3a=1et3a+2b= Oeta+b+c—0(:>a—§ tb:—zetc:g
X3 X2 X X(X=1)(2X —1)
Ppb=———+ =P, = .
<Pz 3 3 +6 = P2 3
Mais alors,

nn+12n+1)
c .

Zkz :Z(Pz(k—H)—Pz(k)) =P2(n+1)—=P2(1) =
k=1

k=1

- Calcul de S3. Posons P3 = aX* + bX3 +cX? +dX+e. On a

Ps(X4+1)=P3s(X) = a((X+1D* =X +b((X+1)2> =X3) +c(X+ 12 =X +d((X+1)=X)
=4aX3 + (6a+3b)X*> 4+ (4a+3b+2c)X+a+b+c+d.

Par suite,
Ps(X+1)—=P3(X)=X3<=4a=1,6a+3b=0,4a+3b+2c=0eta+b+c+d=0
(:)a:%,b: ;,c—4etd 0
Mais alors,
iksZZ(Pa(k+U—P3(k))=P3(n+1)—P3(U=M

- Calcul de S4. Posons P4 = aX® +bX* +cX3 +dX2 +eX+f.On a

Pa(X+1) = Pa(X) = a((X+1)° = X°) + b((X + 1) = X*) +c((X+1)° = X*) + d((X +1)* = X?)
+e((X+1)=X)
=5aX* + (10a +4b)X> + (10a + 6b + 3¢)X* + (5a +4b + 3¢ +2d)X +a+b+c+d +e.

Par suite,
Psa(X+1)—=P4X)=X* =5a=1, 10a+4b =0, 10a+6b +3c =0, 5a+4b+3c+2d =0
eta+b+c+d+e=0
1 1 1 1
@a—g,b——z,c—g d= 0 e——%
p _x_5_x_4+><3 X ap XX =T1)(6X3 —9X2 + X+ 1)
YT T2 T3 37 T 30 :
Mais alors,
n n 3 2 _
S K=Y (Palk 1) = Pall) = Pl 1) — Py(1) = MR DOV AT
k=1 k=1
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PROFE: ATMANI NAJIB

Vn € N*,
2
n n n mn
Zk:n(nz—ﬂ)’ Zkzzn(n—H )2n +1) Zk3 n—H) —<Zk>
k=1 k=1 n k=1
n(n+1)(6n3 +9n +n—1)
t k* = .
¢ 1; 30

4) Soient n € Net 0 € R.

ZSm%Cn = i2s1n< > cos(kB) = i <sin (<k+ %) 9> + sin <(—k+ %) 9>)
o k=0

Il

<

=
7N
7N

3

+

|
N =
~_

(@]
~_

|

@

]
7N
N| D@
~_

. ((2n+1)0
0 0 1 2
- ler cas. Si 0 ¢ 2nZ, alors 5 ¢ mZ puis sin (E) # 0. On peut alors écrire C,, = —= + )

2 . 0
2sin (E)

- 2éme cas. Si 0 € 2nZ, on a immédiatement C,, =n + 1.
Exercice n° 3.

1) Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

n n—1
1 ére solution. Z 1—Z<Z1> Z)—H:Zj:w.

1<igjisn

2 éme solution. Z 1 est le nombre de couples (i,j) d’entiers compris au sens large entre 1 et n tels que i <j. Il'y
1<i<j<n

a n? couples (i,j) d’entiers compris au sens large entre 1 et n.

Parmi ces n? couples, il y en a n tels que i =j et donc n? —n =nn—1) tels que 1 <i,j <neti#j. Commeily a

nn-—1)
2

autant de couples (i,j) tels que i > j que de couples (1,j) tels que i < j,ily a couples (i,j) telsque 1 <i<j <

Finalement,

2) Soit n € N*.

n n ,
i—Z(Zi) :an:“Zi:nxn(n2+1) _n (T;'F]).

I<i<ign  j=2 \i=1 j=2 i=2 i=2
_ nm+12n+1) ]>_<n(n+1)_1) (n+1)<2n+1_]>
6 2 2 3
~_ (m=1Tnmn+1)
N 3

3) Soit n € N*. D’apreés l'exercice n° 2, question3), on a
http:// abcmaths.e-monsite.com
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PROF: ATMANI NAJIB

2 2
Z " Zi Zj :n(n4+1).

1<i,j<n 1<i<n 1<j<n

4) Soit n € N*. D’aprés

n 2
h2k2_< h2> < k2>< n+1)(2n+1)>
1<h,k<n }; Z 6

15 12
e —2n® 4+ n’° <? 5

= —1 + termes tendant vers 0

n n 3 2 o
Comme d’autre part, Zh4 = k* = nn+1)(én ;(; v +n—1) d’apreés Pexercice n° 2, question3), on a
h=1 k=1
PR Ao i 4 mEm+nend +9n? 4n—1)
> h _Z<Zh> Znh nZh % ,
1<h,k<n h=1 \k=1
) R 4 _ nn+1End+Mm? +n—1) .
et bien str Z k 30 . Par suite,
1<h,k<n
2 3 2 4 2 2 2 2
un:i 2X5Xn(n+1)(6n +9n +n+1)_]8n (m+1)<2n+1)
nd° 30 36
1 n?(mn+1)(6n3 + 9?2 +n+ 14) _nz(n—l—])Z(Zn—H)z
- nd 3 2
1
n®

) + termes de degré au plus 4)

Par suite,

lim w, =-—1.
n—-+oo

Exercice n° 4.

1) Soit n € N*.

n n

k+1 1
H (] + > = H + i =mn+ 1 (produit télescopique).
k=1 o K

2) Soit a €]0,2n[ et n € N*. Alors, pour tout naturel non nul k, on a 0 < zik < % < 7t et donc sin zik #0.

On sait alors que pour tout réel x, sin(2x) = 2sin x cos x. Par suite, pour tout naturel k,
a a a sin(a/2%7)
sin (2 X ) =2sin—cos—— etdonc cos—=—"——>.
( 2k 2K 2k 2k 2sin (a/2%)

Mais alors,

H sin(a/2% 1)

k=1 sin a

n T sin (a/2m)
H sin(a/2%)
k=1

(produit télescopique).

ﬁcos a osin(a/2%) 1
= ' = =
bl 2 bl 2sin(a/2%) 2n
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